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FEHLERBETRACHTUNG

1 Einleitung

Alle in physikalischen Experimenten gewonnenen Messwerte besitzen prinzipiell eine gewisse Ungenauigkeit (eine
sog. 'Messunsicherheit'), die wirim Folgenden als 'Fehler' bezeichnen wollen. 'Fehler' meint hier aber nicht, dass
der Experimentator etwas falsch gemessen hat, sondern es geht darum, dass Messwerte nicht beliebig genau erfasst
werden konnen. Eine Fehlerbetrachtung (oder man spricht auch von Fehlerrechnung) hat also stets zum Ziel, eine
Abschatzung hinsichtlich der Genauigkeit eines Messwertes bzw. eines Rechenergebnisses vorzunehmen.

Kann zu einem Messwert/Rechenergebnis x ein Fehler angegeben oder berechnet werden, dann gibt man meist das
Ergebnisin der Form x+ Ax an. Darinist Ax derzu x gehdrende (absolute) Fehler. Derin dieser Schreibweise
vorkommende Operator + gehdrt weder zum Wert x noch zum Fehler Ax, sondern er verkniipft nur den Wert x
einer GrolRe mit derem Fehler Ax. Die Ergebnisangabe in der Form x+ Ax erlaubt die Berechnung einer unteren
und einer oberen Grenze eines sogenannten 'Vertrauensbereiches'. Dies bedeutet, dass der 'wahre' Wert der zu
bestimmenden Grof3e (mit einer gewissen Wahrscheinlichkeit) im Intervall [ x—Ax , x+ Ax] zu finden ist.

Wichtig !
1) Fehler sind stets positive Grof3en, d.h. esistimmer Ax>0.

2) Die GroRe x undihrzugehoriger Fehler Ax sind im Ergebnis stets mit der gleichen Einheit anzugeben.

3) Fehler diirfen im Ergebnis nur mit wenigen Ziffern angegeben werden, miissen also i.d.R. gerundet werden.
Grund: Fehler konnenimmer nur 'abgeschatzt' werden, selbst dann, wenn sie nach mitunter komplizierten
Formeln zu berechnen sind, wie z.B. in Folge einer Fehlerfortpflanzung (siehe Pkt. 3).
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Ein Messergebnis kann auch unter Verwendung eines relativen Fehlers angegeben werden. Unter dem relativen

Fehler versteht man den Quotienten ‘A—X , also das Verhaltnis von absolutem Fehler zum Betrag der GroRe. Die
X

einheitenlose Dezimalzahl des nach obiger Formel berechneten relativen Fehlers nimmt stets nur positive Werte
zwischen 0 und 1 an, wenn man sinnvollerweise davon ausgeht, dass der Wert (Betrag) einer GroRe x stets groRRer
sein sollte als der zugehdrige Fehler Ax. Oft gibt man den relativen Fehler in Prozent an, dabei gilt 1 £ 100 % .

Beispiel: Angabe des Ergebnisses einer Laingenmessung:

[=200 mm £ 1 mm
oder [=(200£ 1) mm

oder [=200 mm £ 0,5 % ( Nebenrechnung:

M 0,00520,5%)
00mm

Der Fehler eines Messwertes hangtist erster Linie vom verwendeten Messgerat ab. Bei analogen Messgeraten, z.B.
einem Zeigerinstrument oder der Skala eines Lineals, ist es sinnvoll und darum tiblich, die Messunsicherheit
(Ableseungenauigkeit) eines einzelnen abgelesenen Messwertes mit einem halben Skalenteil anzugeben.

Unter dem Skalenteil (auch Skalenteilungswert genannt) versteht man die Differenz zwischen den Werten, die zu
zwei aufeinander folgenden Teilstrichen gehoren. Der Skalenteil wird in derselben Einheit angegeben wie die an der

Skala ablesharen Messwerte.

Bei einer Langenmessung mit dem Lineal, Gliedermessstab (Zollstock), Bandmal} 0.a. muss man aber beachten,
dass jede einzelne Langenmessung durch jeweils zwei Ablesungen zustande kommt, also z.B. oben und unten, links
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und rechts oder vorn und hinten. Das Ergebnis einer solchen Langenmessung gibt man letztlich stets als Differenz
der beiden Ablesungen an. Deswegen weist die aus den beiden (fehlerbehafteten) Ablesungen als Differenz
berechnete Lange ebenfalls einen Fehler (also eine Ungenauigkeit) auf. Wie man mit der Theorie der
Fehlerfortpflanzung (s. Seite 5) zeigen kann, addieren sich bei dieser Art der Langenmessung die Fehler der beiden
Ablesungen und die zu bestimmende Lange hat darum einen Fehler von zwei mal einem halben Skalenteil und somit
also genau einem ganzen Skalenteil.

Beispiele:
e Ein Schullineal besitzt ein mm-Skala. Jede damit gemessene Lange weist demnach einen Messfehler von
1 mm auf.

e Mit einem Bandmal}, welches eine cm-Teilung besitzt, konnen Langen also auch nurauf 1 cm genau
bestimmt werden.

e Bei der Langenmessung mit einem analogen Messschieber hangt die Genauigkeit von der Skalenteilung des
verwendeten Messschiebers ab. Weil das Messgut am feststehenden Messschenkel des Messschiebers anliegt
und die Ablesung deshalb nicht an zwei Stellen sondern nur an einer Stelle - namlich am beweglichen
Messschenkel - erfolgt, betrdagt die Messunsicherheit bei der Messung mit einem analogen Messschieber ein
halbes Skalenteil.

An einem Messgerat mit einer Digitalanzeige macht man normalerweise keinen Ablesefehler. Trotzdem ist auch das
Messergebnis eines Digitalmessgerates fehlerbehaftet. Eine Angabe zu dem fiir ein solches Gerat zu erwartenden
Messfehler muss mani.d.R. dem Datenblatt des Messgerates entnehmen oder beim Geratehersteller erfragen.
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2 Fehler gemessener Grof3en

Den Fehler einer unmittelbar gemessenen GroRe berechnet man wie nachfolgend angegeben:

e Finzelmessung : Ax= % Skalenwert pro Ablesung

. 1 . . . .
o Messreihe (n<10) : Ax= 5 - Spannweite der Messreihe mit Spannweite = X, — Xuin

( n ist hier der Umfang der Messreihe, also die Anzahl der zur Messreihe
gehorenden Messwerte )

e Messreihe (n>10) : Ax=2.0n1

n

mit o, , : Standardabweichung der Messreihe

Die Standardabweichung o, _; einer Messreihe wird entweder

mit einem Taschenrechner (meistim 'Statistik'-Modus) oder
mit Hilfe eines Tabellenkalkulationsprogramms berechnet.

3 Fehler berechneter GroRen (Fehlerfortpflanzung)

Meist werden unmittelbar gemessene, mit Messunsicherheiten behaftete GroRen xq, x5, X3, ..., x, verwendet,
um aus thnen eine mittelbare (also eine nur berechenbare und nicht unmittelbar messbare) GroRe y zu ermitteln.
Dannistalso y eine Funktion der TeilmessgroRen x1, x>, X3, ..., X, . Diese Funktion y=y (x1, X2, X3, ..., Xp)
sei bekannt und die in dieser Funktion auftretenden unmittelbaren Messgrof3en liegen mit ihren Werten und den
zugehorigen Fehlerangaben in der Form x; £ Ax; vor.
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Die Fehler (Messunsicherheiten) der Eingangsgrof3en verursachen einen Fehler (also eine Ungenauigkeit) der aus
den EingangsgroRen zu berechnenden GroRe y, weswegen man hier von einer Fehlerfortpflanzung spricht.

Esist auBerdem logisch, dass der Fehler Ay der mittelbaren GroRe y um so grofder sein muss, je ungenauer die
Eingangsgrofien vorliegen, d.h., die Zunahme eines beliebigen Ax; muss zu einer VergroRerung von Ay fiihren.

Die Berechnung des Fehlers der GroRe y erfolgt nach Formel fiir das "Totale Differential":

AX; mit oy : Partielle Ableitung von y nach x;

8X1-

n
Ay=>"
i—1

oy
oX

Die Anwendung dieses Formalismus liefert fiir einige einfache mathematische Funktionen z=2z(x, y)
die nachfolgend genannten Fehlerformeln zur Berechnung von Az:

Zwei MessgroRen: xxAx , yxAy

Summe: Z=x+y , Az=Ax+Ay Kehrwert : 221 ) AZ:%
X X
Differenz : z=x—-y , Az=Ax+Ay
Quotient : z=% , Az= g-f'ﬂ

Produkt : z=x-y , Az=yAx+xAy Y y oy




4 Runden
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Messwerte sind immer nur so genau anzugeben (also mit nur so vielen giiltigen Ziffern), wie es die zugehorige
Messunsicherheit zuldasst. Darum ist meist eine Rundung erforderlich. Zuerst rundet man den Fehler (siehe Pkt. 4.1)
und anschlieRend den zugehdrigen Mess- oder Rechenwert (siehe Pkt. 4.2).

4.1 Runden des Fehlers

Der Fehler ist immer aufzurunden. Die Rundung sowohl von absoluten wie auch von relativen Fehlerangaben
erfolgt generell auf eine Ziffer. Nurin dem Ausnahmefall, wenn die Ziffernfolge des anzugebenden (absoluten
oder relativen) Fehlers mit einer "1" beginnt, ist es zulassig, diese Fehlerangabe auf zwei Ziffern zu runden.

Beispiel :

e auf eine Ziffer:

e aufzwei Ziffern:

Runden des Fehlers

berechnet

0,381
0,0835
6,04
82,1

1,03
0,0924
0,00162
935

N R

gerundet
0,4

=
o
e}

rv¥Y=

- 10% oder auch 90 (Die Null am Ende ist hier nicht signifikant ! )

= o N

~ ~
= (=
S

017
- 103 oderauch 1000 (Die letzten beiden Nullen sind hier nicht signifikant ! )

14

[— O O
o o

14
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4.2 Runden des Messwertes oder des Berechnungsergebnisses

Der Messwert oder das Berechnungsergebnis wird auf die letzte Stelle des zugehdrigen gerundeten Fehlers auf-
oder abgerundet. D.h., im Ergebnis besitzen Wert und Fehler die gleiche Anzahlvon Nachkommastellen !

Beispiel : Runden des Messwertes oder des Berechnungsergebnisses

ungerundet : Wert: 12,9446
Fehler: 0,0147

richtig falsch

12,945 £ 0,015 12,9446 + 0,0147 zuviel Stellen (im Wert und im Fehler)
12,945 =+ 0,02 _ zuwenig Stellen (im Fehler)
12,9 +0,02_ " " (im Wert und im Fehler)
12,94_ + 0,015 " " (im Wert)

Versuchsergebnisse sind immer sinnvoll gerundet anzugeben !

Dazu immer die folgende Bearbeitungsreihenfolge einhalten:
1) Fehler runden (dabei stets aufrunden - siehe Pkt. 4.1)
2) Anzahl der Nachkommastellen des gerundeten Fehlers ermitteln (also abzahlen !)
3) Messwert bzw. Rechenergebnis auf die zu 2) ermittelte Anzahlvon Nachkommastellen runden
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5 Aussage des Messfehlers

Erst die Kenntnis des Fehlers (gleichbedeutend mit der Messunsicherheit) erlaubt Aussagen tiber :

5.1 Genauigkeit von Messungen oder Berechnungen

Ergebnis A:  F=(11,23£0,02) N
Ergebnis B:  F=(11,230+0,002) N

d. h. Ergebnis B ist zehnmal genauer als Ergebnis A

5.2 Vereinbarkeit von verschiedenen Ergebnissen (von denen man erwartet, sie sollten oder miissten gleich sein)

Ergebnisse sind vereinbar miteinander, wenn ihre Fehlerintervalle keinen leeren Durchschnitt aufweisen, d.h.,
wenn sich die Vertrauensbereiche der Ergebnisse (z.B. auf einem Zahlenstrahl dargestellt) Giberlappen.

e vereinbar:
(23,66 + 0,05) m und (23,74 + 0,04) m

ﬁ | .
I/'m

23,60 23,70 23,80

e nichtvereinbar:
(44,22 + 0,03) V und (44,29 + 0,02) V

In diesem Fall liegt ein Hinweis auf grobe und/oder nicht erfasste systematische Fehler vor ! Es sind deshalb
weitere Untersuchungen und Analysen zum Auffinden von bisher unerkannten Fehlerquellen erforderlich !



